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Beitrag zur Construction der Kegelschnitte 
aus imagingren Elementen. 
Von F. Ruth in Wien. 
Ein durch f~inf Punkte gegebener Keg'elschnitt ist eindentig 
bestimmt~ und kann ein beliebiger seehster Punkt auf einer Ge- 
raden~ die dureh einen der gegebenen Punkte gelegt ~,vird~ wenn 
die ftinf Punkte reell sind~ einf~eh nach dem P a seal schen Satze 
mit nur einem Lineal allein eonstruiert werden. Sind aber zwei 
oder vier der gegebenen Punkte imaginar~ so ist die Anwendung 
des Satzes yon Pascal nicht mehr so unmittelbar einfach; aber die 
Aufgabe~ einen sechsten Punkt auf einer Geraden aufzusuehen~ die 
sehon durch einen gegebenen Kegelsehnittspunkt geht~ ist yore 
ersten Grad und lasst eine constructive ] inea le  LSsung erwarten. 
Im ersten Jahrgang dieser 5{onatsheft% 18907 pag'. 2377 hat 
t~err F. S p a t h in T r i e s t in der That solehe lineale Construetionen 
fiir die beiden Fgll% wo: a) zwei der gegebenen Punkt% b) vier 
derselben imagin~r sind~ mitgetheilt~ welehe zum Theile yon P r o f. 
Dr. O. Stolz in Innsbruek in seinen Vorlesungen fiber neuere 
analytisehe Geometric angegeben wurden~ und an citierter Stelle 
die Constructionen auf an~lytisehem Wege abgeleitet~ fttr die des 
ersten Falles, wo nur zwei der Punkte imaginar sind~ aueh eine 
synthetisehe Deutung vorausgesehiekt. 
Das theoretisehe Interesse 7 welches diese linemen ConsWuctionen 
der Kegelsehnitte aus theilweise imagingren Elementen mindestens 
beanspruehen kSnnen~ --  dena yore praktisehen Standpunkte aus 
werden in den meisten Fallen jene LSsungen 7 welehe die Benittzung 
des Zirkels nicht verschmghen 7 weitaus raseher~ einfacher und da- 
her aueh genauer zum Ziele ftthren~ daher vorzuziehen sein - -  dttrfte 
den Versueh reehtfertigen~ an dieser Stelle die fraglichenAufgaben 
guch auf synthetisehem..Wege zu erSrtern~ umsomehr als hferdurch 
die Construetionen a  Ubersiehtlichkeit gewinnen. 
Der Ged~nke~ auf welehen diese Construetionen~ wie sie in 
der Abhandlung yon Herrn S p a t h angegeben werden, ful~t~ ist 
der~ die auf Geraden dureh Paare einer elliptisehen I volution ge-  
gebenen imaginaren Punkt% dureh reelle Punkte auf diesen Tragem 
zu ersetzen~ die sieh lineal construieren lassen~ und welche mit 
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den tibrigen gegebenen reellen Ptmkten einen Kegelschnitt be- 
stimmen~ auf welehem aueh der gesuehte sechste Punkt liegt. 
1. Fa l l .  Zwei gegebene Punkte seien imagin~r~ die ttbrigen 
drei reell. 
Sind anf den Geraden sj und s o (Fig. 
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Fig. 1. 
1) A A s und B B '~ zwei 
Punktpaare und ferner 
noch der Punkt C ge- 
geben~ so wird auf 
einer Geraden g dureh 
C noeh ein Punkt X 
des dureh obige fttnf 
Punkte bestimmten 
Kegelsehnittes liegen. 
Sueht man anf s~ zu 
den Schnittpunkten B 3 
yon sl und s~ und G~ 
yon g mit sl~ die dutch 
dieKegelsehnittspunkte 
A und A ~ harmoniseh 
getrennten Punkte B~ 
und G'I~ so werden 
G 1 G' 1 und/?3 B~ zwei 
Paare einer Involution bilden~ deren Doppelpunkte die Punkte A 
und A ~ sind und daher infolge eines bekannten Satzes 1) anch 
G, B3, B2 G'I und A A ~ drei Paare einer Involution geben. Der 
dureh B B ~ C X uncl zum Beispiele B~ gelegto Kegelschnitt muss 
daher aueh dutch G'I gehen~ also diese seehs Punkte liegen auf 
einem Kegelsehnitt% dermi t  dem zu zeiehnenden drei von den 
gegebenen und noeh den gesuehten Punkt x gemeinsam hat. Wit 
ksnnen demnaeh die auf st gegebenen Punkte 9.I N~ welche wit 
arts nun imaginar denken~ in der angegebenen Art dureh die 
reellen Punkte B~ uncl G', ersetzen (die sieh naeh tier bekannten 
linemen Construction der Vervollst~ndigung einer dureh zwei Paare 
gegebenen Involution ausmitteln lassen). Dann kSnnen wir auf 
diese nun sammtlieh reellen Punkte den Satz yon Pascal anwenden~ 
nnd wir wissen~ dass wit zahlreiehe in den auftretenden Hilfslinien 
verschiedene Construetionen des Punktes auf diese Art erhMten 
k0nnen, je naeh der Reihenfolg% in der wit die vorhandenen 
Pnnkte uns zu einem einfachen Paseal'sehen Seehseck verbunden 
denken; unter diesen werden sieh noeh jene als die einfaehsten er- 
geben~ welehe yon den bereits gezeiehneten Geraden s~ s., und g 
1) Vergh Gruncllehren der noueren Geometrie. Nach Chas ies ' s  Traitg 
de Geometrie Supgrieur, deutsch yon Schnuse ,  w 128, pag. 113. Wit  setzen 
einen einfachon bekannten Bowels hleher: Es ist ((;-1 (9'1 A A ~ ) ~ - -1  ~ ( G1G'I A 'A )  i 
~'erner auch (B3 B~ AA ~) ~- -1 ;  daher sind G1Bs, G' IB~ und A*A drei Paarr 
elner Projectivit~t, in welcher das letzte Paar vertauschb,~r, daher Involution. 
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als Sciten des Scchseckes Gebrauch machen. Damit ist der erste 
Fall~ wo zwei Punkte imagin~r sind~ erledigt. 
2. F all. Vicr yon den gegebcnen Punkten seien imaginar 
arid nur eincr rccll. 
Bestimmen wir wie frfiher~ (siche Fig'. 1) zu den Punkten B~ 
und G~ letztercm als Schnittpunkt yon s~ mi~ g auf s~ die durch 
die Punkte B Und: B* harmonisch getrennten B, und G2'~ so haben 
wit wieder in G2G2' und BaB ~ zwei Paare ciner Involution~ deren 
DoDoelounkte B und B '~ sind und wiedcr wcrden B. G~'. B~ G,. 
B B "'~ dr*el Paare einer weitcrcn Involution geben. Daher'ist sofor't er: 
sichtlich~ dass der durch die Punktc B, Gs' B 2 G~' nnd C gelegtc 
Kegelschnitt mit dcm fr~iher gcnannten~ insbesonderc aber auch 
mit dem durch C A A s B B e gegebencn och den sechstcn Punkt X 
gemeinsam hat~ and wir sohin~ wenn wit jetzt auch noch die auf 
s2 gegebenen Punkte imaginar annchmen~ bczcichnen wir sic mit 
~ diese cbenfalls wie frfiher durch ein reelles Funktepaar B~ G 2' 
ersetzt wcrden kSnncn. Wit haben somit jetzt die vier imaginaren 
Punktc dutch zwei Paarc ersetzt und kS steht der Anwendung des 
Pasc~Isatzes zur Construction des Punktes X auf g nichts im 
Wege und gilt hieffir das bereits frtiher Gcsagte. In Fig. 2 ist 
die Construction des sechsten Punktes vollst~ndig und mit dem 
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geringsten Aufwand yon ttilfslinien durehgeftthrt. Der Punkt x 
ist mit Bentitzung des einfaehen Seehseekes C (d-~'B~ G~'B, X ge- 
i'anden worden. Zur Auffindnng der die imagin~tloen Punkte er- 
setzenden reellen Pnnkte hat man viermal die lineale Vervoll- 
st~tndignng einer elliptisehen Involution durehzuftihren and wird 
diese Construetionen am einfaehsten mit ttilfe cler zwei Geraden 
x~ v, and y~u, gel~hst~ wenn xx, ,  Y3'i bezw. u u,~ v v.,, zwei 
Pnnktepaare sind~ dureh welehe die Involution gegeben ist~ die die 
imagin~tren Punkte 9~ ~1" bezw. ~3 ~ bestimmt. Ftir jeden der za 
bestimmenden Punkte erh~lt man dann dureh zwei leieht za er- 
mittelnde Gerade einen Punkt }~ ~2~ ;% 7~ respeetive~ der aus 
dem Sehnitte S der ursprtinglieh gezogenen zwei kIilfsgeraden auf 
die entspreehenden Trager st oder sa zn projieieren ist; bemerken 
wollen wi B dass diese Constrnetion genau dreimal so viele Ilitfs- 
linien erfordert~ als in dem Falle wo die ftinf Pnnkte reell sin& 
Jeder Oeraden cj dutch C entsprieht ein kIilfskegelsehnitt zur 
Anffindnng des Punktes X~ der anf ihr liegt; ftir alle diese Jdilfs- 
kegelsehnitte bleiben dann die Punkte "B 1 mad B s (aueh C) die- 
selben und werden nut mehr die Punkte Gt' nnd G~' nen zn be- 
stimmen sein. Alle diese nnendlieh vielen Kegelsehnitte haben mit 
dem dureh die fiiM nrspranglieh gegebenen Punkte bestimmten 
Kegelsehnitte~ d. i. mit dem Kegelsehnitte aller Pnnkte X~ aul?er g 
noeh je eine Seeante gemeinsam~ die immer dnreh den festen Pnnkt 
Ba geht~ wie sieh einfaeh daraus ergibt~ dass N~SB~ G,' zum 
Beispiele eine Involution bestimmen~ in weleher stets dem Punkte 
O~ der Punkt Ba entsprieht. 
F~tllt die Gerade g mit einer der heiden Yerbindungslinien yon 
C mit Bt oder B~ zusammen~ so versagt die Construetion~ da in 
diesem Falle der I-IilfskegeIsehnitt in ein Geradenpaar degenerirt 
and die Verwendung des Pasealsatzes nieht angeht. 
Betraehten wir wieder die Fig. 1~ so sehen wi B dass das Kegel- 
sehnittsbtischel~ welches dureh die vier Grunctpunkte A A s B B + 
bestimmt ist~ mit dem Bttsehel~ welches die Punkte G1'G2' B, B~ zu 
Ornndpnnkten hat~ die Gerade g in ein und derselben Involution 
sehneidet. Denn~ naehdem jedes Bitsehel auf der Geraden eine In- 
volution bestimmt~ abet die Paare G, Gs and; naeh dem frtiheren 
aueh C X in jeder vorkommen~ mtissen die beiden Involntionen 
identiseh sein: es mitssen also z. 13. die zwei Geraden B, B~ and 
G,' G~' die Gerade g aueh in einem Paste der sehon dureh den 
Kegelsehnittsbiisehel A A ~' B /F anf g bestimmten Insolation 
sehneiden. Zeigen wir dieses~ so erbringen wir noeh in an- 
deter Art den Beweis der Riehtigkeit der oben gegebenen Con- 
struction eines Kegelsehnittes aus einem reellen Punkte nnd vier 
imagin~tren Punkten~ and zwar wollen wit" zeigen~ dass die Ver- 
bindungslinien G', GJ~ B, B 2 (siehe Fig. 1 und 2) die Gerade g 
in einem Panktepaare der Involution (r G2; C X sehneiden~ da 
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hiebei noeh eine andere geometrische Deutung~ wenn aueh nieht 
Construction ~ gewonnen wird. 
Bekanntlich ist der Ort der Mittelpunkte aller Kege]sehnitte 
eines Btischels wieder Gin Kegelschnitt~ der durch die Eeken des 
Poldreieekes~ des Viereekes der Grundpunkt% sowie durch die 
Halbierungspunkte der seehs Seiten desselben geht; er geht auch 
dureh die Doppelpunkte der Involution: welehe das Kegelsehnitts- 
btisehel auf der cc fernen GGraden bestimmt; wir haben also in 
dieser Art yon dem Mittelpunkts-Kegelschnitte~ der bekanntlieh 
aueh als Oft aller Punkt% die den einzelnen Pankten tier unend- 
lieh fernen Geraden in Bezug auf s~tmmtliehe Kegelsehnitte des 
Biisehels eonjugiert sind~ definiert werden kann~ elf Punkte naeh- 
gewiesen. Die Verbindungslinien tier ttalbiernngspunkte d r drei 
Paare Gegenseiten des vollstandigen Viereekes gehen dureh einen 
Punkt und halbieren sieh gegenseitig (wie sieh leieht einfaeh ein- 
sehen lgsst~ da sic Diagonalen yon Parallelogrammen sind) und 
s&neiden jede Poldreieekseite in deren Halbiernngspunkt. 1) Die 
Verbindungslinien der Halbierungspunkte dec drei Paste Gegen, 
seiten mtissen~ well sie sigh gegenseitig halbieren, Durehmesser~ 
ihr Sehnittpunkt das Centrum des Mittelpunkt-I~egelsehnittes sein~ 
und sind die Poldreieekseiten zu jenen Durehmessern eonjugierte 
Sehnen. Auf der cx~ fernen Geraden bestimmen daher diese Dureh- 
messer und die Poldreieekseiten drei Paare einer Involution~ deren 
Doppelpunkte die unendlieh fernen Punkte des Mittelpunkts-Kegel- 
sehnittes ind, also aueh der Involution, die das Kegelsehnitsbttsehel 
auf der unendlieh fernen Oeraden bestimmt, s) Da die harmonisehen 
t~elationen projeetiviseh sind~ so ktinnen wit an Stelle der unend- 
lieh fernen Geraden eine beliebige Gerade g setzen, an Stelle 
des Mittelpunkts-Kegelsehnittes ritt dann tier Kegelsehnitt~ weleher 
der Ort der Punkte ist, die allen Punkten der Geraden g in Be- 
zug auf alle Kegelsehnitte des Bttsehels conjugiert sind. 
Wit gelangen auf diese Weise zu dem allgemeinen Satz: 
~,Sueht man zu den Durehsehnittspunkten Gluer Geraden ff mit den 
drei Paaren Gegenseiten eines vollstandigen u die yon ihnen 
dutch die Eeken harmoniseh getrennten Punkte~ so erh~tlt man drei 
1) Das kann wie folgt gezeigt werden: Eine Vorblndungslinie der Hal- 
biernng'spunkte eines Paares Gegenseiten und die unendllch i}rne Gerade kiinnen 
als ein Kegelschnitt aufgefasst werden. Zwei Paare Gegenecken clues vollst~ndlgen 
Vierecks sind in bozug auf dieses Geradenpaar conjngiert, folglich ist es such 
das dritte Paar, also muss das Eckenpaar des Poldreleckes durch jene Ver- 
bindungsllnle halbiert werden. 
0der: Die drel Paare Gegenselten eines vo!l~ffindig'en Viereckes bilden drei 
vollst~indige Vierecke; jeweils bilden das dritto Paar Gegenseiten und die Pol- 
dreleckselte, welche die Schnlttpunkte der beiden zum Viereck beniitzten Gegen- 
seitenpaare verb[ndet, die drei Diagonalen des vollst~ndigen u deren 
Italblerungspunkte nach dem bekannten Satz yon Gauss -Bodenmi i l l e r  in elner 
Geraden liegen miissen. Auf solche Art erh~ilt man drei solcher Geraden, die 
durch einen Punkt gehen. 
2) Da diese ja auch die unendlich fernen Punkte des Mittelpnnkts-Kegel- 
schnlttes zu Doppelpunkten hat. 
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Punktepaar% deren Verbindungslinien zusammen mit den Poldreieck- 
seiten des vollstandigen Viereekes~ die Gerade g in drei Paaren l)
derselben Involution sehneiden~ die naeh Desargues dutch das 
Viereck auf der G eraden bestimmt ist. ~ 
Die Geraden B1 B~ (Poldreieekseite~ onjugiert zu Ba) und 
GI' G,' sehneiden daher 9 in einem Paare tier Involutionv die sehon 
dutch das Viereek ~192 e ~ bestimmt ist und yon welcher man 
weitere Paare aueh erhielt% wenn man dureh 9.19Xs~3 ~ Kegel- 
sehnitte legte. Legt man demnaeh dureh B~ Bs G'~ G'2 und 
C einen Kegelschnitt~ (er ist dutch diese 5 Punkt% die reell sind~ 
best'.nnmt)~ so geht er aueh dureh X und es l/tsst sieh also aus 
diesen 5 Punkten mit Verwendung des Paseal'sehen Satzes der 
Punkt X finden. 
Start des Paseal'sehen Satzes k~nnte man X aueh mit Hilfe 
der linemen Vervollst~tndigung der Involution auf ff finden. Indem 
die Geraden Bt B 2 und G~' G.~' auf 9 ein Paarv die Trager s~ und 
s~ in G1 und G2 ein zweites Paar der Involution aussehneiden~ 
hatte man zu C den eonjugierten Punkt in dieser Involution zu 
bestimmen; indessen gibt diese Auffassung~ wenn wit die Linien 
B~ B~ und G~' G2' bentttzen~ keine neue Construetion~ die nieht 
aueh in einem Paseal'sehen Seehseek ihre Erkl~rung f/~nde; wtirden 
aber start der genannten und vorhandenen Linien andere dureh die 
Punkte tier Involution gezogen~ so wttrde die Construction ur mn- 
stttndlieh. 
Auf die Behandlung der dualen Aufgabe in diesem Sinne 
braueht nieht besonders eingegangen zu werden. 
Hingegen wollen wit bemerken~ dass wit bei der LSsung der 
Aufgabe~ einen Kegelsehnitt aus 4 imagin5ren Punkten und einer 
reellen Tangente zu zeiehnen~ ein zweites Paar jener Involution auf 
der Tangente~ deren Doppelpunkte die Beriihrungspunkte d r zwei 
miSglichen Kegelsehnitte geben~ auf l i n e a 1 e m Wege mit Hilfe yon 
B 1 B2 und G'~ G' 2 naeh dem Vorausgesehiekten eonstruieren ksnnen. 
1) Die Zuordnung tier Verbindungslinlen und Poldreieckseiten ist nieht 
zwelfelhaft. 
